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1 Hyper-Kahler多様体と Hyper-Kahler商
定義 1.1. Riemann多様体 (M; g)が以下の条件を満たすとき Hyper-Kahler多様体と呼ぶ.
(i) 複素構造 I，J，K 2 End(TM)であって
I2 = J2 = K2 = IJK =  idTM
を満たすものが存在する.
(ii) 複素構造 I，J，K に関して (M; g)は Kahler多様体となる.
すなわち，!I = g( ; I )，!J = g( ; J )，!K = g( ;K )は閉形式である.
定義 1.2. Gを Lie群，gをその Lie代数 ，(M; g; !I ; !J ; !K)を Hyper-Kahler多様体とする.
G y (M; g; !I ; !J ; !K)が各 Kahler形式に関して Hamilton作用であるとき，すなわち運動量写像 I，J，
K : M ! g が存在するとき Hyper-Hamilton作用であるという.
また、複素運動量写像 C :M ! g 
 Cを J + iK によって定義する.ただし iは虚数単位.
命題 1.3. ([5]) G を compact Lie 群，G y (M; g; !I ; !J ; !K) を Hyper-Hamilton 作用とし， 0 2 g，
0 2 g
 C を I，C の正則値とする. このとき，商空間M===G =  1I () \  1C (C)=Gには Hyper-Kahler
構造が入る. M===Gを Hyper-Kahler商とよぶ.
2 Duistermaat-Heckmanの定理
定理 2.1. (Duistermaat-Heckmanの定理; [6] )
(M;!)をトーラス T の Hamilton作用を持つ compact symplectic多様体とし，この作用から定まる運動量写
像を  : M ! t とする.このとき，次の式が成立するZ
M
e!+ =
X
FMT
Z
F
e!+
eT (F )
ただし，MT はトーラス T の M への作用における固定点集合で F はその連結成分. F は F 上の法束，
eT (F )は T -同変 Euler類である.
一般に M が non-compact の場合左辺の積分は意味を持たないが [2] においてその収束条件が調べられて
いる.
仮定 2.2. 固定点集合MT は compactで，h; t0i : M ! Rが固有写像かつ下 (または上 )に有界となるよう
な t0 2 tが存在する.
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定理 2.3. ([2]) (M;!) をトーラス T の Hamilton 作用が与えられた non-compact symplectic 多様体，
 : M ! t を運動量写像とし，仮定 2:2をみたすとする. このとき， 2 t
 CをうまくとるとZ
M
eh;i
!n
n!
=
X
FMT
Z
F
e!+h;i
eT (F )
が成立する.
3 Jerey-Kirwan 留数公式
[4]において compact symplectic多様体 (M;!)とM への Hailton作用を与える compact Lie群 Gが与え
られたとき，包含写像から誘導される写像
 : HG(M;Q)! H( 1(0)=G;Q)
が全射であることが，運動量写像のMorse理論を用いて示されている. (以後  1(0)=GをM==Gと記述する.)
TG を Gの極大トーラスとし tをその Lie代数とする. Lie代数 g及び tに不変内積を定めておく. これから
誘導される測度による Gと TG の体積を vol(G)，vol(TG)と記すこととし，運動量写像  : M ! g の t へ
の制限を TG と記すこととする.
定理 3.1. (Jerey-Kirwan留数公式, [9])
 2 HG(M;Q)とする. このときZ
M=G
()e!0 =
( 1)n+
jW jvol(TG)Res
($2(X)
X
FMTG
rF (X)[dX])
が成立する. ただし，dimG = s，dimTG = l，$ は Gの正ルートの積で n+ は正ルートの個数，W をWeyl
群とする. X は t
 C上の変数で，F は TG 作用に関する固定点集合MTG の連結成分. また F  MTG に対
し t
 C上の有理型関数 rF (X)を
rF (X) =
Z
F
iF ((X)e
!+TG (X))
eTG(F )(X)
で定義する. ただし，iF : F ,!M は包含写像で，eTG(F )は F 上の法束 F の TG-同変 Euler類.
この定理で用いられている作用素 Res は [9]で導入されたが，ここでは [10]の結果 (Proposition 3:4)を用
いて反復留数を用いて定義する.
まず，1次元の場合を考える. f を
f(X) =
mX
j=1
gj(X)e
jX
の形であらわされる t 
 C = C上の関数とする. ただし gj は C上の有理関数で，j 2 R. このとき，1-形式
f(X)dX の留数が
Res+X(f(X)dX) =
X
j0
X
b2C
ResX=b(gj(X)e
jX)
で定義される. この作用素 Res+X を反復して用いることにより Jerey-Kirwan 留数作用素 Res
 が定義され
る.
X = (X1;    ; Xl)を tの座標系，，1，  N 2 t，q(X)を t上の多項式とする. は f1;   Ngのどの
部分集合が張る t の部分空間にも属さないとし，を fX 2 t j j(X) 6= 0，1  j  Ng のある連結成分に
2
含まれる空でない t内の開錐で (0;    ; 0; 1) 2 を満たすものとする.このとき，h(X) = q(X)e(X)Qj(X) に対して
Jeerey-Kirwan留数作用素 Res が
Res(h(X)[dX]) = Res+X1   Res+Xlh(X)dX1    dXl
で定義される. ただし，は列ベクトルが選んだ座標系と同じ向きを与える tの正規直交基底である l  l行列
の行列式で, Res+Xk を計算する際は，変数 X1   Xk 1 を固定して考える.
4 Hyper-Kahler商の同変積分
定理 4.1. ([7]) 連結な compact Lie 群 G とトーラス T の compact symplectic 多様体 (M;!) への作用が
可換かつ Hamilton 作用であるとする. このとき，T の symplectic 商 M==G への作用と同変 Kirwan 写像
T : H

GT (M;Q)! HT (M==G;Q)が得られる. このときZ
M=G
T ()e
!0+T =
( 1)n+
jWGjvol(TG)Res
($2(X)
X
FMTGT
rT;F (X)[dX])
記号は先程導入したものと同様.  2 HGT (M;Q)，TG;WG は Gの極大トーラスとWeyl群で
rT;F (X) =
Z
F
iF ((X)e
!+TG+T (X))
eTGT (F )(X)
この定理を用いると non-compact symplectic 多様体から定まる symplectic 商の同変体積を計算すること
ができる. 以下仮定 2:2をみたすとする. このときM 及び (M==G)の symplectic cut ([3])がともに compact
となるような S1  T が存在する.ただし，M の symplectic cut を  2 Rに対して，M = (M C)==

S1 =
 1S1 ( 1; ) t (M ==

S1)で定義する.
定理 4.2. ([7])Z
M=G
e!0+ = lim
!1
( 1)n+
jWGjvol(TG)Res

0@$2 X
F(M)TGT
Z
F
e!+TG+T (X)
eTGT (F )(X)
[dX]
1A
が成り立つ.
V を hyper-Kahler構造を持つベクトル空間で，compact Lie群 Gの作用が線形かつ hyper-Hamilton作用
であるとする. また，トーラス T が  1C (0)に作用する，すなわち 
 1
C (0)==Gに作用し仮定 2:2をみたすとす
る. symplectic cut V は射影空間で C は gC に値をとる斉次 2次式であるので，射影空間 V 上の T -同変束
O(2) 
 gC の同変切断と関連付けることができる. この切断も C と記すこととする. このとき，V の部分空
間である symplectic cut ( 1C (0)) はこの切断の零点集合とみなすことができる. よって
(V)===G = 
 1
C (0)==G
が成り立つ. (V ===G) 上の積分を (V ==G) 上の積分へ簡約するために，次の補題を用いる.
補題 4.3. ([1]) M を compact多様体とし，E  !M を G-同変ベクトル束とする. このとき，Z
M
eG(E) =
Z
s 1(0)
i
が成り立つ. ただし，s : M ! E は切断で，i : M ! E は零切断への包含写像. eG(E)は G-同変 Euler類.
定理 4.4. ([7]) 上の仮定のもとでZ
V==G
e!0+T = lim
!1
( 1)n+
jWGjvol(TG)Res

0@$2 X
F(V)TGT
Z
F
e!+TG+T (X)eTGT (O(2)
 gC)(X)
eTGT (F )(X)
[dX]
1A
が成り立つ.
3
証明.
Z
V==G
e!0+T = lim
!1
Z
(V==G)
e!0+T
= lim
!1
Z
(V)==G
e!0+T
= lim
!1
Z
(V)=G
e!0+T eT (gC 
 O(2))
= lim
!1
( 1)n+
jWGjvol(TG)Res

0@$2 X
F(V)TGT
Z
F
e!+TG+T (X)eTGT (O(2)
 gC)(X)
eTGT (F )(X)
1A
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